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RESUMO

Atualmente, existem bons livros texto de controléssico e moderno. Entretanto, a grande maioridaaisfo
originalmente escritos na lingua inglesa. O fatoretos deles serem similares em escopo e contedidTe sugerir
que a area atingiu a maturidade. Os primeiros divte controle classico foram publicados pouco ati¢éesegunda
guerra mundial. J& os primeiros livros de contmtelerno datam do inicio da década de 60. Contadiesimos livros
dessas épocas influenciaram fortemente no desemesito dessa area, pelo menos no que concerneoa txtos.
Muitos tépicos convergiram para um formato pad@apresentacao, e outros foram incluidos no deaoreempo. O
objetivo principal deste artigo é discutir susaiméate as relacfes intrinsecas existentes entéerssas empregadas na
analise de estabilidade de sistemas de contr@ealtendo os aspectos de complementaridadeslgugles entre elas,
mais especificamente, entre Margens de Ganho e (Béagramas de Bode), Critério de Routh-Hurwitzit€lio de
Nyquist, Diagrama de Nichols, Critério de Liapur®tugar das Raizes, visto que de forma ainda imipj pouco
explicita e sistematica essa discussdo € realimaditeratura atual. Um sistema de controle em addithada é
utilizado como estudo de caso e a plataforma Matlatilizada como suporte a implementacéo de pageécnicas.

PALAVRAS-CHAVE: Teoria de Controle Classico, Teoria de Controle &nod, Educacéo em Controle, Livros
Texto, Historia do Controle Automético.

AN TEACHING APPROACH OF THE STABILITY THEORIES OF A UTOMATIC CONTROL LINEAR
SYSTEMS FOR ENGINEERING COURSES

ABSTRACT

Currently, there is good text books of modern aladsical control. However, the great majority idl striginally
written in the English language. The fact that mahyhem are similar in scope and content seenssiggest that the
area has reached the maturity. The first classioatrol books were published shortly before theosdcworld war.
Already the first modern control books dating béakhe beginning of the decade of 60. However, varg books of
these epochs strongly influenced in the developroéthis area, at least as regards the text bddksy topics have
converged to a default presentation format, andothers were included in the course of time. Thénmaam of this
article is to discuss concisely the intrinsic nelaship between the techniques used in the anabfsitability of the
control systems, highlighting aspects of complemeétiés and similarities between them, more spediff, between
Gain and Phase Margins (Bode Diagrams), Routh —Hz@riterion, Nyquist Criterion, Nichols Diagramoot-Locus
and Liapunov Criterion, as in incipient fashion,odg explicit and systematic that discussion isdhil the current
literature. A control system closed loop is usedaagzase study and Matlab platform is used to supf@
implementation of part of the techniques.

KEYWORDS: Classic Control Theory, Modern Control Theory, @ohEducation, Text Books, Automatic Control
History.

1. INTRODUCAO

As técnicas de ensino tanto de controle classiamoconoderno tém se tornado uma
importante questdo nos curriculos dos cursos denkiagia elétrica, e frequentemente é considerada
em curriculos de outras engenharias. O numero ssipeede bons livros texto para o ensino do

assunto indica claramente o fato de que o campeadiza de controle encontra-se bem consolidado.
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Como ocorre com a maioria das disciplinas, quarsl@romneiros livros de controle surgiram, o
conteldo estava muito mais associado a um campedipiisa especifico do que a um curso para
sala de aula. Portanto, os primeiros livros emrotateram muito diferentes dos livros texto mais
populares atuais.

A despeito de ser uma disciplina relativamente ngvenuitos livros devotaram-se a tao
chamadadeoria de controle classicque caracteriza-ggela restricdo em abranger somente sistemas
monovariaveis (SISO systems) e no dominio da frecja&frequency domain).

Ja a teoria de controle moderno teve seu inicidétada de 50, e é baseada na abordagem
elaborada pelos engenheiros da industria aeroespacexemplo das formulacdes de equacgbes
diferenciais gerais desenvolvidas pelo mateméticancBs Henri Poincaré, detém-se na
representacdo dos sistemas estudados como um wowjerequacdes diferenciais ordinarias de
primeira ordem, abordagem conhecida como espaestddos (state-space approach).

Com o advento dos computadores digitais na décadd0da teoria de controle moderno
baseada na analise e sintese no dominio do teifipandto variaveis de estado, possibilitando, por
exemplo, a representacdo de sistemas multivariag®iBVIO systems), foi amplamente
desenvolvida a modelagem e controle de plantas masiénerentemente complexas.

Estabilidade € um dos temas mais antigos nas afenbésicas e aplicadas. Muitos
matematicos e fisicos do século 18 estudaram adquda estabilidade de um sistema dinamico, e
Routh, Maxwell, Liapunov, Hurwitz e Schur sé&o algulns nomes mais frequentemente associados

com este tema.

2. METODOLOGIA

A utilizacdo da plataforma Matlab tem como objetifaxilitar o calculo de parte das
implementagdes, bem como divulgar didaticaments ambientes e recursos utilizados.

A formulagdo e desenvolvimento das técnicas cormids neste trabalho podem ser
consultadas em (OGATA, 2011) e (DORF e BISHOP, 2013

Para efeito de simplificacdo e sem perda de gedada, considere um modelo de um sistema
de controle proporcional de malha fechada de umatglgenérica de 3% ordem linear e invariante
no tempo, conforme mostrado na Figura 1.

A realimentacdo empregada € unitaria e negativagantrolador € de natureza proporcional

com ganho K.
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Figura 1 — Sistema de Controle de Malha Fechadisadia.
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O sistema de controle da Figura 1 pode ser modetadematicamente nas formas de funcdes
de transferéncia de malha aberta (FTMA) e fecha@®&E), e de espaco de estados (EE’s),
descritas por:

K
FTMA: ——
534352428
FIMF: ———
5343582 425+K

0
EE’s: |[X,|=| 0 -2 1| |Xz| +|0|u
X:g _K {] _1 X3 H

A formulacdo do problema consiste em baseado massentacdes FTMA,FTMF e EE’s
acima descritas, obter a faixa de ganho K do ctaatoo proporcional que garante estabilidade do
sistema de controle da Figura 1 através da apbicded ferramentas de andlise de estabilidade
Margens de Ganho e Fase obtidos a partir do Diaagatke Bode, Critério de Routh-Hurwitz,
Critério de Nyquist, Diagrama de Nichols, Critéde Liapunov e Lugar das Raizes, analisando as
implicacdes e efeitos resultantes da aplicacdcada ama delas e suas inter-relacdes ao estudo de

estabilidade do sistema de controle considerado .

110 Revista Théma et Scientia — Vol. 6,2, jul/dez 2016



Uma Abordagem de Ensino das Teorias de EstabilidddeSistemas Lineares de Controle Automatico aossos de
Engenharia

3. ANALISES E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

3.1 LUGAR DAS RAIZES

O método do lugar das raizes auxilia o projetistaith sistema de controle no entendimento
das propriedades de robustez e estabilidade deontrolador em torno de um ponto de operacéao.
Ele consiste num importante método grafico a am&liprojeto de sistemas de controle.

A Figura 2 mostra o trajeto dos 3 poélos de mallchdda que sdo as raizes do polinébmio do
denominadoss® + 35% + 25 + K da fungdo de transferéncia de malha fechadadquavaria de
zero a infinito. Quand& =0, recai-se nos polos do sitema de malha aldead:igura 2 pode-se
depreender que, quandovaria de zero a infinito, os pélos complexo coaflg dominantes de 22
ordem cruzam o eixo imaginario para o semipleneitdircomplexo (SPDC), instabilizando o
controle do sistema. O valor #eque aloca os pdélos dominantes sobre o eixo ma&Q, que é o
limite da estabilidade, &=6. O programa na plataforma Matlab para simwlag® lugar das
raizes pode ser escrito sequencialmente como;d=[1]3 2 0]; rlocus(n,d) , onde n e d sé&o os
polindbmios do numerador e denominador, respectimdaneda FTMA, desconsiderando a
incorporacgao do controlador no caminho direto @gdima da Figura 1.

E importante notar na Figura 2 que quando o gambpopcional do sistema controlado
aproxima-se a esquerda de K = 6, o sistema fica swscetivel a instabilidade, ja& que os polos
dominantes aproximando-se do eixo imaginario, podemar mais facilmente a fronteira entre os
semiplanos esquerdo e direito complexos (SPEC eCgPCaracterizando menos robustez a
variagOes e perturbacdes do sistema controlado.
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Figura 2 — Lugar das Raizes do Sistema da Figura 1
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3.2 CRITERIO DE NYQUIST

O critério de Nyquist estabelece uma relacdo edtrelenominado numero de polos do
sistema de malha fechada no SPDC, P, denominaderalta pélos do sistema de malha aberta no
SPDC, e N, denominado numero de envolvimentos ntidsehorario do ponto -1 no mapeamento
de malha aberta, tal que Z=N+P. A condi¢cédo necessauficiente para estabilidade assintotica
que Z seja nulo.

Para o sistema dado pela Figura 1, P=0, e quaride®implica em N=0, como mostrado na
Figura 3, de forma que a resposta do sistema dadtr@ assintoticamente estavel. O ponto de
envolvimento que ocorre na Figura 3, se d4 a pddiraproximadamente -0,1667, conforme
mostrado na Figura 3.1 em detalhe, quando K= @atmo o sistema marginalmente estavel, de
forma que a distancia possivel de ser percorrideixm real para que ocorra o0 envolvimento do
ponto -1 no tracado de Nyquist é dado por (1/0,166%, que vem a ser exatamente o ganho limite
para garantia da estabilidade. Quande & N passa a ser 2, e consequentemente Z passa,§&
que P continua sendo nulo, instabilizando com péiss de malha fechada no SPDC o sistema até
entdo controlado. O programa na plataforma Matkh pimulacéo do tracado de Nyquist pode ser

escrito na forma sequencial: n=[1];d=[1 3 2 0]; mgt(n,d).
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Figura 3 — Diagrama de Nyquist do Sistema da Fifura
Nyquist Diagram
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Figura 3.1 - Diagrama de Nyquist do Sistema dargid no ponto real -0,1667.
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3.3 MARGENS DE GANHO E FASE (Diagramas de Bode)

A margem de ganho, baseado no espectro de frequéponece uma medida de quao o
sistema estavel €. Tal medida traz informacé&o de gqusistema de controle é imune as variacdes de
parametros ou perturbacdo antes de se instabiisgamargens de ganho e fase sdo obtidas através
do tragado dos diagramas de Bode.
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Na Figura 4 pode ser visualizada a margem de ga@li®,6 dB na frequéncia de 1,41 rad/s e
margem de fase de 58a frequéncia de 0,466 rad/s. O valor exato da des53,4 graus, 186
126,6, pode ser visualizado na Figura 4.1 que é a agdaido diagrama da Figura 4 no ponto de
fase -127 O programa na plataforma Matlab para simulacdatigens de ganho e fase pode ser
escrito na forma sequencial: n=[1];d=[1 3 2 0]; giafn,d).

Figura 4 — Diagramas de Bode do Sistema da Figura 1
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Figura 4.1 — Diagramas de Bode do Sistema da Figarapliado no ponto de fase -227
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3.4 DIAGRAMA DE NICHOLS

O diagrama de Nichols na Figura 5 mostra o valom@agem de ganho de 15,6 dB na
frequéncia de 1,42 rad/s. A margem de fase é dexiapmdamente 53 graus estabelecida na
diferenca entre as fases descritas nas caixagtent@rcadas nos dois pontos em negrito da Figura
5. O valor exato da fase de 53,4 graus,’18026,6, obtida via diagramas de Bode na Figura 4
pode ser visualizado na Figura 5.1 que é a andigidp diagrama da Figura 5 no ponto de fase -
127°. O programa na plataforma Matlab para simulacadiaggrama de Nichols pode ser escrito na
forma sequencial: n=[1];d=[1 3 2 0];H=tf(n,d);Nids(H).

Figura 5 — Diagrama de Nichols do Sistema da Figura
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3.5 CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

Este critério apresenta a vantagem de dispensalcol@ explicito dos pélos do sistema de
malha fechada. Usando este método podemos dizetogupolos do sistema de malha fechada
estdo no SPDC, SPEC ou sobre o eixo imaginaridNpte que o critério estabelece quantos, mas
nao onde os polos estéo localizados.

Baseado na tabela da Figura 6, o critério estabealpe a condicdo de necessidade e
suficiéncia para estabilidade assintética € quesas elementos da primeira coluna da tabela da
Figura 6 sejam positivos, significando que todopdes da FTMF estdo no SPEC, onde a=(6-K)/3,
b=0 e c=K. Portanto, considerando que o ganho dtralador assume somente valores positivos,
entdo a condicdo de necessidade e suficiéncia queao sistema dado pela Figura 1 seja

assintoticamente estavel é quee: 6.

Figura 6 — Tabela de Routh-Hurwitz do Sistema daifa 1

S 1|2
g 3 | K
s al|b
g c

3.7 CRITERIO DE LIAPUNOV (2°. Método de Liapunov)

A garantia de estabilidade assintotica estabelepéeda critério de Liapunov, baseia-se na
escolha de uma fungdo de Liapunov candidata derola¥i(X). Fazendo u=0 no sistema da
Figura 1, baseado no principio da superposi¥@X) = —X7QX deve ser selecionada com uma
matriz Q admissivel, tal quU&(X) seja ndo nula, exceto na origem, onde X;3XXXs ' é o vetor
de estados da representacédo EE’s.

Referente a admissibilidade de Q, considere quarfia representacdo no espaco de estados

reescrita da seguinte forma:
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X1 = X, (1)
X, = —2X,+X; (2)

X3 = —KX; — X3 (3)

Das equacdes de (1) a (3), nota-se que a origame&stado de equilibrio. A escolha de uma

matriz real simétrica semidefinida positiva

0 0O
Q {0 0 0] 4)
0 0 1

é admissivel visto que/(X) = —XTQX é n&o nula exceto na origem.

Para verificar isto, note que:

V(X)=-XTQX =—-X3

V(X) sendo nula, implica ei; nulo. SeX; é nulo, entdX, deve ser nulo, visto que da

equacao (3) obtém-se:
0=-KX;1-0
Se X é igualmente nulo, entag, Xever ser nulo, visto que da equacao (1)
0=Xy

Portanto, a matriz Q definida na equacao (4) pedetdizada na andlise de estabilidade,
visto queV(X) é nula somente na origem.

Entdo, a condicdo necessaria e suficiente parbilestde assintdtica é que a equacédo de
LiapunovATP + PA = —Q seja satisfeita com P definida positiva.

Portanto, analisando a estabilidade do sistemaiieote mostrado na Figura 1, considere a
Q simétrica real semidefinida positiva admissivadla na equacéo (4) e uma matriz P qualquer,

procurando satisfazé” P + PA = —Q, resulta em:
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0 0 —-K P11 P12z Pz P11 P12 Pz 0 1 0 o0 0 0
1 -2 0 Pz1 P2z Paz| +| P21 P2z Paz o -2 1(|=(0 0 0
0 1 -1 Pz1 Pzz Paz Pz1 Pzz Paz||—-K 0 -1 0o 0 -1

Resolvendo esta equacéo para os elementos deifPa ers:

K +12K 6

0
12-2K  1Z-2IK
6K 3K K
12-2K 12-2K 12-2K |’
0 K f

12-2K 12—2:{]

para que o sistema controlado dado em questacaadeeguacéo de Liapunov.

Para satisfacdo de P definida positiva, ou $8ja&0, garantindo a estabilidade assintética do
sistema controlado, a inequacade: 6 deve ser valida. Este € o intervalo de ganhcodtrolador
proporcional que garante a estabilidade do sistémacontrole estudado na Figura 1, em
concordancia com os resultados apresentados gelac@ip das ferramentas anteriormente tratadas.

A relacdo existente entre ferramentas desenvolhpdas\Nyquist, Nichols, Bode, Lugar das
Raizes, Routh-Hurwitz e Liapunov, ocorre considéoardentre varios outros aspectos, que: 1) A
margem de ganho estd associada a distancia pemhissiser percorrida sobre o eixo real ao
envolvimento do ponto real -1 em Nyquist sem deddstar o sistema, e € calculada como
20*log(k) que é 15,6 dB quando k=6. A desestalgfimaocorre a partir de w= 1,41 rad/s; 2) A
margem de fase é o angulo formado entre o vetandatiilo unitario em w=0,446 rad/s no tracado
de Nyquist da Figura 3 e o vetor unitario no potitano eixo real. Esta similaridade angular é
obtida no tracado de Nyquist pela relacéo trigoétoicatg(0,799/0,594x 53,4. E importante
notar que o vetor formado da origem ao ponto emritbegla Figura 7 com fase de
aproximadamente 53,4 graus tem aproximadamente lmadutario, satisfazendo a equacédo

caracteristica de malha fechada do critério gguiét 1 + GH = 0.
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Figura 7 — Diagrama de Nyquist do Sistema da Figura ponto de 1+GH=0.
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Os métodos de Lugar das Raizes, Routh-Hurwitz, StjgNichols e Bode, sdo baseados na
representacdo do sistema no dominio da frequén@es especificamente na representacado por
funcdes de transferéncia, enquanto o critério @ggunov toma como base a representacdo do

sistema no espaco de estados no dominio do tempo.

4. CONSIDERACOES FINAIS

O entendimento unificado em escopo e filosofia tasias de andlise de estabilidade é
extremamente relevante aqueles que ensinam egointrole em varios niveis e motivacional
aos estudantes de engenharia.

Portanto, o trabalho contribui plenamente ao endandisciplina de sistemas automaticos de
controle nos cursos de engenharia, na medida emelguierece uma perspectiva de metodologia
através da visdo sistematizada de conteudos, ciowlduns alunos e futuros profissionais de
engenharia a reflexdo madura e Util sobre taisecoias.

Aspectos adicionais importantes das relacdes §etcas existentes entre as ferramentas de
analise tratadas neste trabalho serdo ainda maahaldamente explorados e discutidos em

trabalhos futuros.
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